Plocha mezi grafy

Definice (plocha pod grafem a mezi grafy)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu [a, b], potom definujeme
plochu pod grafem f na intrervalu [a, b] jako

P(f,[a, b]) = /b f(t) dt.

Podobné definujeme plochu mezi grafy spojitych funkci f a g (na [a, b])
pro které plati f < g na [a, b] jako

b
P(f.g.[a, b]):/ g(t) — f(t) dt.
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Plocha omezen4 grafy/kfivkami

Spocitdme plochu omezenou grafy funkei f(x) = x a g(x) = x*.
Hledame fe3eni rovnice x = x*, coz je 0 a 1.

Soucasné snadno ovéfime, ze plati x > x* pro x € [0, 1].

Zajima néas tedy hodnota

P(g,f,[071])Z/(]lf(t)—g(t)dt:/()lt—t4dt: [i_ﬂ:: 3



Délka krivky
Definice (délka krivky)

Necht o : [a, b] — RY, o = (1, ...,04), je spojita (tedy ©1,...,pq jsou
spojité). Potom definujeme délku krivky ¢ jako

I(¢) = sup{L(y, D) : D € D([a, b])},
kde .
L(p,D) = Z lp(xit1) — o(x), D € D([a, b]).
i=0
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Délka krivky

Definice (délka kivky)
Necht ¢ : [a, b] — R?, o = (p1,...,pq), je spojitd (tedy 1, ..., pq jsou
spojité). Potom definujeme délku krivky ¢ jako

I(¢) = sup{L(p, D) : D € D(][a, b])},
kde o
L(e,D) = le(xis1) — ¢(x)l, D € D([a, b]).
i=0

Véta (vypocet délky krivky)
Necht ¢ : [a, b] — RY je takovd, ze vsechny slozky @1, . .., pq maji
spojitou derivaci na [a, b]. Potom

b d
)= [\ oo de
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délka krivky - priklady

Spocitdme obvod kruhu o poloméru R > 0.
Prirozenad parametrizace kruhu je

@t (Rcost, Rsint) =: (¢1(t), pa(t)), t € [0,27] =: [a, b].
Mame ¢} (t) = —Rsint a p5(t) = Rcost a tedy vzorec dava

/, ))? dt = /M\/ )2+ (p5(t))? dt

27
/ \/R25m (t) + R? cos?(t) dt = / R dt = 27R.
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Délka grafu funkce
Spocitame délku grafu funkce f(x) = log(cos x), x € [0, g].Pfirozena
parametrizace grafu funkce f na intervalu [a, b] je

@t (8, F(F) = (0a(1),2(t),  t€lab].

coz dava

b b
o) = [ R+ (o) de = [ VITFOP a

V nasem pripadé tedy dostdvame pro délku grafu nasi funkce integral

/ / 2 5
/ W db — / _sin x dt / sin® x —|—2cos
~ cos x cos

t =sinx
COS X dt = cos x dx

s 1 J G J
= X = —_— X —
/0 COS X /0 1—sin2x x=0—t=0
x:§—>t:%

21 1 /2 1 1
= = —— - dt
/0 1—t2 2/0 1+t 1-¢




Délka grafu funkce

Spocitame délku grafu funkce f(x) = log(cos x), x € [0, &].
Ta odpovida integralu

/ VI+ (F(1)2 dt = / W / \/W
cosx cos

t =sinx

/g 1 /? CoSs X dt = cos x dx
= dx= [ ——5_dx=| _ _
o COsXx o l—sin’x x=0—=>t=0

_ 1
X=¢g>t=3

1 1

L 1[5 1 1
= —sdt== | —— 4 ——dt
/01—t2 2/0 1+t 1-¢

1 : 1/, 3 1
=3 [log(1+t) —log(1 —t)]§ = 5 (Iog 5 log 2)
= log V3.
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Objem a povrch rotac¢niho télesa

Bud f : [a, b] — [0, 00) spojita a definujme

T={(xy,2) €R®: \/y? + 22 < f(x), x € [a, b]}.
Potom plati:
b
> tzv. objem T je roven 7r/ f(t)? dt

» pokud je navic f’ spojitd na [a, b], je tzv. povrch T roven
b
277/ F(OV/TF (PO dt + 7F(a)? + nf(b)
(povrch plasté + plocha dvou podstav)

Pozor, jde o podvod! Na rozdil od délky krivky nemame objem ani povrch
definovan jinak, nez tzv. vzoreckem pro jeho vypocet.
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Objem a povrch rotacniho télesa - priklad

Spocitdme tzv. objem a tzv. povrch kuzelu o vySce V' a poloméru
podstavy R, tedy mnoziny

R
{(x,y,z) €R:Vy2+2< 4 ox x€D, v]}'
Pouzijeme vzorec pro f(x) = § - x. Tzv. objem je tedy roven

b v 2 2 v
R R
2 4 _ 2
7T/a f(t) dt—ﬂ'/o <V-x> dX—7rV2 ; x= dx

R2 [x31Y 1
=71— |=| ==-7R2V.
v 3], 5



Objem a povrch rotacniho télesa - priklad

Spocitdme tzv. objem a tzv. povrch kuzelu o vySce V' a poloméru
podstavy R, tedy mnoziny

R
{(w,z)eJR%3 VY2 < xel, v]}'

Dale plati f/(x) = <. Tzv. povrch je pak roven TR? (podstava) plus

/ Wdt—%r/— x,/1+

—277—\/V2+R2/ x dx
R 2
— V2t R? [Xz] — 7RV V2 + R2.
0

V2

Celkem tedy dostavame hodnotu 7R (R VT R2).



