
Plocha mezi grafy

De�nice (plocha pod grafem a mezi grafy)
Nech´ f je spojitá a nezáporná na intervalu [a, b], potom de�nujeme
plochu pod grafem f na intrervalu [a, b] jako

P(f , [a, b]) =

∫ b

a

f (t) dt.

Podobn¥ de�nujeme plochu mezi grafy spojitých funkcí f a g (na [a, b])
pro které platí f ≤ g na [a, b] jako

P(f , g , [a, b]) =

∫ b

a

g(t)− f (t) dt.
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Plocha omezená grafy/k°ivkami

Spo£ítáme plochu omezenou grafy funkcí f (x) = x a g(x) = x4.

Co to
v·bec znamená?
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Plocha omezená grafy/k°ivkami

Spo£ítáme plochu omezenou grafy funkcí f (x) = x a g(x) = x4.

Hledáme °e²ení rovnice x = x4, coº je 0 a 1.
Sou£asn¥ snadno ov¥°íme, ºe platí x ≥ x4 pro x ∈ [0, 1].
Zajímá nás tedy hodnota

P(g , f , [0, 1]) =

∫
1

0

f (t)− g(t) dt =

∫
1

0

t − t4 dt =

[
t2

2
− t5

5

]1
0

=
3

10
.
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Délka k°ivky

De�nice (délka k°ivky)
Nech´ ϕ : [a, b]→ Rd , ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd), je spojitá (tedy ϕ1, . . . , ϕd jsou
spojité). Potom de�nujeme délku k°ivky ϕ jako

l(ϕ) = sup{L(ϕ,D) : D ∈ D([a, b])},

kde

L(ϕ,D) =
n−1∑
i=0

|ϕ(xi+1)− ϕ(xi )|, D ∈ D([a, b]).
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Délka k°ivky

De�nice (délka k°ivky)
Nech´ ϕ : [a, b]→ Rd , ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd), je spojitá (tedy ϕ1, . . . , ϕd jsou
spojité). Potom de�nujeme délku k°ivky ϕ jako

l(ϕ) = sup{L(ϕ,D) : D ∈ D([a, b])},

kde

L(ϕ,D) =
n−1∑
i=0

|ϕ(xi+1)− ϕ(xi )|, D ∈ D([a, b]).

V¥ta (výpo£et délky k°ivky)
Nech´ ϕ : [a, b]→ Rd je taková, ºe v²echny sloºky ϕ1, . . . , ϕd mají
spojitou derivaci na [a, b]. Potom

l(ϕ) =

∫ b

a

√√√√ d∑
i=1

(ϕ′i (t))
2 dt



délka k°ivky - p°íklady

Spo£ítáme obvod kruhu o polom¥ru R > 0.

P°irozená parametrizace kruhu je

ϕ : t 7→ (R cos t,R sin t) =: (ϕ1(t), ϕ2(t)), t ∈ [0, 2π] =: [a, b].

Máme ϕ′
1
(t) = −R sin t a ϕ′

2
(t) = R cos t a tedy vzorec dává

l(ϕ) =

∫ b

a

√√√√ d∑
i=1

(ϕ′i (t))
2 dt =

∫
2π

0

√
(ϕ′

1
(t))2 + (ϕ′

2
(t))2 dt

=

∫
2π

0

√
R2 sin2(t) + R2 cos2(t) dt =

∫
2π

0

R dt = 2πR.
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Délka grafu funkce
Spo£ítáme délku grafu funkce f (x) = log(cos x), x ∈ [0, π

6
].

P°irozená
parametrizace grafu funkce f na intervalu [a, b] je

ϕ : t 7→ (t, f (f )) = (ϕ1(t), ϕ2(t)), t ∈ [a, b].

coº dává

l(ϕ) =

∫ b

a

√
(ϕ′

1
(t))2 + (ϕ′

2
(t))2 dt =

∫ b

a

√
1+ (f ′(t))2 dt.

V na²em p°ípad¥ tedy dostáváme pro délku grafu na²í funkce integrál∫ π
6

0

√
1+ (f ′(t))2 dt =

∫ π
6

0

√
1+

(
− sin x

cos x

)2

dt =

∫ π
6

0

√
sin2 x + cos2 x

cos2 x
dt

=

∫ π
6

0

1

cos x
dx =

∫ π
6

0

cos x

1− sin2 x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t = sin x

dt = cos x dx
x = 0→ t = 0
x = π

6
→ t = 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 1

2

0

1

1− t2
dt =

1

2

∫ 1

2

0

1

1+ t
+

1

1− t
dt
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Délka grafu funkce

Spo£ítáme délku grafu funkce f (x) = log(cos x), x ∈ [0, π
6
].

Ta odpovídá integrálu

∫ π
6

0

√
1+ (f ′(t))2 dt =

∫ π
6

0

√
1+

(
− sin x

cos x

)2

dt =

∫ π
6

0

√
sin2 x + cos2 x

cos2 x
dt

=

∫ π
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∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 1

2

0

1

1− t2
dt =

1

2

∫ 1

2

0

1

1+ t
+

1

1− t
dt

=
1

2
[log(1+ t)− log(1− t)]

1

2

0
=

1

2

(
log

3

2
− log

1

2

)
= log

√
3.



Objem a povrch rota£ního t¥lesa

Bu¤ f : [a, b]→ [0,∞) spojitá a de�nujme

T = {(x , y , z) ∈ R3 :
√
y2 + z2 ≤ f (x), x ∈ [a, b]}.
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√
y2 + z2 ≤ f (x), x ∈ [a, b]}.

Potom platí:

I tzv. objem T je roven π

∫ b

a

f (t)2 dt

I pokud je navíc f ′ spojitá na [a, b], je tzv. povrch T roven

2π

∫ b

a

f (t)
√

1+ (f ′(t))2 dt + πf (a)2 + πf (b)2

(povrch plá²t¥ + plocha dvou podstav)

Pozor, jde o podvod! Na rozdíl od délky k°ivky nemáme objem ani povrch
de�nován jinak, neº tzv. vzore£kem pro jeho výpo£et.
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Objem a povrch rota£ního t¥lesa - p°íklad
Spo£ítáme tzv. objem a tzv. povrch kuºelu o vý²ce V a polom¥ru
podstavy R, tedy mnoºiny{

(x , y , z) ∈ R3 :
√
y2 + z2 ≤ R

V
· x , x ∈ [0,V ]

}
.
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√
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}
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Pouºijeme vzorec pro f (x) = R
V · x . Tzv. objem je tedy roven

π

∫ b

a

f (t)2 dt = π

∫ V

0

(
R

V
· x
)2

dx = π
R2

V 2

∫ V

0

x2 dx

= π
R2

V 2

[
x3

3

]V
0

=
1

3
πR2V .
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podstavy R, tedy mnoºiny{

(x , y , z) ∈ R3 :
√
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V
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}
.

Dále platí f ′(x) = R
V . Tzv. povrch je pak roven πR2 (podstava) plus

2π

∫ b

a

f (t)
√

1+ (f ′(t))2 dt = 2π

∫
2

0

R

V
· x

√
1+

(
R

V

)2

= 2π
R

V 2

√
V 2 + R2

∫ V

0

x dx

= 2π
R

V 2

√
V 2 + R2

[
x2

2

]V
0

= πR
√

V 2 + R2.

Celkem tedy dostáváme hodnotu πR
(
R +
√
V 2 + R2

)
.


